対数的標準特異点のF純性について by 高木, 俊輔
Title対数的標準特異点のF純性について
Author(s)高木, 俊輔
































2011年度   pp.25-30
1
定義1．2．XをF有限なスキームとする．　Xの任意の点¢に対しフロベニウス写
像OX、→瓦Ox，、がOx，、加群準同型として分裂するとき，　Xは高々F純特異
点しか持たないと言う．
例1．3．X＝SpecFpb，　y，2］／（エ2＋y3＋z6）とする．　Xが高々F純特異点しか持た
ないこととp≡1mod　6は同値である．
2　一般の多様体の場合
　この節ではまず標数0から標数p＞0への還元について簡単に説明する．詳細は
［61，［9，Sec七ion　2］を参照されたい．
　Xを標数0の体κ上有限型なスキームとする．Z上，　Xの各アフィンチャート
の定義多項式の係数で生成された有限生成Z部分代数A⊆んを考えると，A上有
限型なスキームXAで
　　　　　　　　　　　　　X竺三XA×SpecA　Specん
となるものが構成できる．ここでgeneric　freenessを適用すると，　Aを適当な一元
局所化、4、と取り替えることにより，XAはA上平坦と仮定して良い．このような
XAをXのA上のモデル（model）と言う．μをSpec．4を閉点としたとき，　XAの
μ上のファイバーをXμと書く．Xμは標数p（μ）の有限体．4／μ上定義されたスキー
ムであることに注意する．
　Xが正則（resp．　Q－Gorenstein，正規）ならば，必要ならばAをさらに拡大する
ことによって，XAは正則（resp．　Q－Gorenstein，正規）となるようにとれる．特に全
ての閉点μ∈Spec、4に対して，　Xμは正則（resp．　Q～－Gorenstein，正規）になる．
定義2．1．Xを標数0の体瓦上定義された代数多様体とする．　Xが稠密F純型と
は，κの有限生成Z部分代数、4上のモデルXAが与えられたとき，　Spec、4の閉点
の稠密部分集合Sが存在し，任意のμ∈Sに対してXμは高々F純特異点しか持
たない．この定義はモデルXAの取り方によらない．
例2．2．X＝（∂＋y3＋z6＝0）⊆C3とすると，例1．3より，　Xは稠密F純型に
なる．
F純特異点は対数的標準特異点と対応することが予想されている．
予想2．3．Xを標数0の代数的閉体上定義されたQ－Gorenstein正規代数多様体と
する．このとき，Xが高々対数的標準特異点しか持たないこととXが稠密F純型
であることは同値である．
注意2．4（［4，Theorem　3．9］）．　Xが稿密F純型ならば，　Xは高々対数的標準特異点
しか持たないことは知られている．
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注意2．5．次の場合に予想2．3が正しいことが知られている．
（1）（固）Xが正規曲面の場合
（2）（同）X＝Cπで，△が原点を通る非常に一般な超曲面の場合
この節の主結果を述べるには，次の予想が必要になる．
予想2．6（［9，Conjecture　1．1D．γを標数0の代数的閉体κ上定義された滑らかな
π次元射影代数多様体とする．んの有限生成Z一部分代数A上のモデル陥が与え
られたとき，閉点の稠密な部分集合S⊆Spec　Aが存在し，任意のμ∈Sに対して
Hπ（陥，0咋）へのフロベニウスの作用は全単射になる．
注意2．7．有限体上定義された滑らかなη次元射影多様体玲がBloch－Katoの意
味で通常（ordinary）ならぼ，　Hπ（玲，OW）へのフロベニウスの作用は全単射になる．
琢が曲線もしくはアーベル多様体ならば，逆も正しい．
注意2．8．予想2．6はγが種数3の曲線の場合ですら未解決である（種数が2以下
の曲線の場合は正しいことが知られている）．
命題2．9（c£［12，Theorem　2．10D．予想2．6が正しければ，予想2．3も正しい．
証明の方針．Xを高々対数的標準特異点しか持たない正規Q－Gorenstein代数多様
体とする．π：X→XをExc（π）が単純正規交差因子になるようなXの特異点解消
とする．このときExc（π）の全ての階層（階層の定義は次節を参照せよ）に予想2．6
を適用することにより，Xが稠密F純型であることを導く．　　　　　　　　口
3　孤立特異点の場合
　この節では，孤立特異点の場合に対数的標準特異点とF純特異点の対応を考察す
る．この節の結果は全ての藤野修氏との共同研究固に基づいている．
予想2．3の特別な場合として，次の予想を考える．
予想3．1．エ∈Xを標数0の代数的閉体上定義された正規Q－Gorenstein特異点と
し，佑はXの孤立非対数的端末特異点であると仮定する．このとき，コc∈Xが対
数的標準特異点であることとエ∈Xが稠密F純型であることは同値である．
　孤立対数的標準特異点ω∈Xの不変量μ＠∈X）が藤野［2］によって導入された．
　エ∈Xを標数0の代数的閉体ん上定義された対数的標準特異点とし，ヱはXの
孤立非対数的端末特異点とする．さらに∬∈Xは指数1，つまりKxはエにおいて
Car七ierと仮定する．∫：γ→XをSupp∫－1（ω）とExc（∫）が共に単純正規交差因
子になるような特異点解消とする（∫は射影的とする）．このとき，
κγ＝∫＊κx＋F－E
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と書ける．ただしE，Fはγ上の有効因子で共通の既約成分を持たないとする．
仮定よりE＝Σi∈∫瓦はy上の被約な単純正規交差因子になる．∫の部分集合
伍，．．．，破が存在して，Wがぴ、∩…∩瓦、の既約成分になっているとき，　Wは
Eの階層（stratum）であるという．このとき，特異点促∈Xの不変量μb∈X）を
次のように定義する：
μ（Z∈X）：＝mm｛dim　W｛Wは五の階層｝．
この定義は特異点解消∫の取り方に依らない．
主定理を述べるために，次の予想を導入する．
予想Aπ．γを標数0の代数的閉体瓦上定義された高々有理特異点しか持たないn
次元射影代数多様体とし，κvは線形的に自明であるとする．κの有限生成Z一部分
代数．4上のモデル以が与えられたとき，閉点の稠密な部分集合S⊆Spec．4が存
在し，任意のμ∈Sに対して∬π（玲，01偏）へのフロベニウスの作用は全単射になる．
注意3．2．予想Aπは予想2．3から従う．実際，特異点解消π：γ→γをとると，
Vは高々有理特異点しか持たないので，預（ジ0の竺伊（V，Og）となる．ここで
予想2．3をγに適用する．兎の有限生成Z部分代数A上のモデル題：ぬ一→ぬ
が与えられたとき，Spec、4の閉点の稠密な部分集合Sが存在し，任意のμ∈Sに
対してHη（玲，0免）へのフロベニウスの作用は全単射になる．同型Hπ（琢，0見）製
班（レ㍍0陥）はπμによって誘導されるので，フロベニウス作用と可換である．よっ
て任意のμ∈5に対して班（㌦，0㌦）へのフロベニウスの作用は全単射になる．
補題3．3．π≦2のとき予想A。は正しい．
証明．π＝1のときはSe囎の結果［］1］に他ならない．η＝2とする．π：V－→V
を最小特異点解消とすると，Vはアーベル曲面かK3曲面になる．鳶の有限生成Z
部分代数A上のモデルη：砺→ぬが与えられたとき，アーベル曲面の場合は
Ogu8［101，K3曲面の場合はBogomolov－Zarhin［11もしくはJoshi－Raj　an［7］により，
Spec　Aの閉点の稠密な部分集合3が存在し，任意のμ∈8に対して1了2（陽，0瓦）へ
のフロベニウスの作用は全単射になる．γは高々有理特異点しか持たないので，適当
に8を取り替えることにより，任意のμ∈5に対してH当咋，0死）竺∬π（玲，0咋）
でこの同型はフロベニウス作用と可換であるとして良い．よって任意のμ∈Sに
対してH2（η，0鬼）へのフロベニウスの作用は全単射になる．　　　　　　　　日
　次がこの節の主定理である．
定理3．4（［3，Theorem　3．3］）．¢∈Xを標数0の代数的閉体上定義された指数1
の対数的標準特異点とし，瓢はXの孤立非対数的端末特異点であると仮定する，
μ：＝μ（ω∈X）と置いたとき，予想Aμが成り立つならば，ω∈Xは稠密F純型で
ある．特にμ＠∈X）≦2ならば，ω∈は稠密F純型である．
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証明の方針．d＝dim　Xとする．鐙∈Xのdlt爆発g：Z→Xを考える．　gは次の
性質を満たす射影的双有理射である．
（i）κx＋D＝∫＊1ぐx，ただしDはx上の被約な因子，
（iり（Z，D）は◎分解的な因子対数的端末対（dlt　pair），
（iii）gはのの外で小さな射（small皿orphism），
（iv）2は高々標準特異点しか持たない．
このとき（Z，D）の極小対数的標準中心Vで次を満たすものがとれる．
（v）Vは高々有理特異点しか持たない射影多様体，
（vi）dimγ＝μ＝μ（¢∈X），
（vii）κy～◎，
（viii）　∬μ（τろ0γ）竺∬∂－1（工），　OD）．
このVに予想Aμを適用して，コc∈Xが稠密F純型であることを導く。その際
スケール付きκz極小モデルプログラムを走らせる．　　　　　　　　　　［コ
系3．5．dim　X＝3のとき，予想3．1は正しい．
証明．対数的標準特異点ならば稠密F純型であることを証明する．指数1被覆を
とることにより，κxは灘においてCa垣erとして良い、定義から夙エ∈X）≦
dim　X－1＝2なので，定理3．4より，コc∈Xは稠密F純型になる．　　　　　□
系3．6．予想3．1と予想Aπが全てのηで成り立つことは同値である．
証明．指数1被覆をとることにより，Kxは釦においてCaぬerとして良い．定理
3．4と注意2．4より，予想Anが全てのηで成り立つならば，予想3．1は正しい．
よって逆を示す．
　γを標数0の代数的閉体κ上定義された高々有理特異点しか持たないη次元射影
代数多様体とし，κvは線形的に自明であるとする．HをV上の豊富な因子とし，
R＝㊥m＞濯§（ジOv（m1了））とおく、このときX＝Spec　Rは高々対数的標準特異点
しか持たず，Xの頂点は孤立非対数的端末特異点になっている．そこで予想3，1をX
に適用する，丘の有限生成Z部分代数．4上のモデルXA＝Spec　RAが与えられたと
き，’Spec　Aの閉点の稠密部分集合Sが存在し，任意のμ∈Sに対してRμはF純環
になる．一般に，正標数の体上有限生成な次数付環（s＝㊥。〉。5。，鞠＝㊥。〉、s。）
がF純ならば，Sの局所コホモロジーH忠S（8）へのフロベニウス作用は単射にな
る．万㌫1（、Rμ）の次数0部分は∬当MOのに他ならないので，任意のμ∈Sに対
し班（咋，0咋）へのフロベニウスの作用は単射になる．　　　　　　　　　　□
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